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Tek Serbestlik Dereceli Sistemler

x(t); Tek serbestlik dereceli sistemlerin (TSDS) hareket den-
k klemi su sekilde yazilabilir:
o m [P,
— mi(t) + ci(t) + ka(t) = p(t)

Eger dis kuvvet yerine yer hareketi Z4(t) var ise denklem
2(t) su hali alir:

mi(t) + ci(t) + ko(t) = —mig(t)

Burada xz(t), #(t) ve &(t) sirasi ile mesnede gore
k,c yerdegistirme, hiz ve ivme; m, c ve k sirasi ile kiitle, soniim
katsayisi ve yay katsayisidir.

(1)
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Sayisal Analiz

@ Sayisal analiz yontemlerinde, sistem cevaplarinin siirekli fonksiyonlari yerine, bu
fonksiyonlarin verilen zaman anlarindaki degerleri bulunur. Bu zaman anlari genelde bir
zaman araligi kullanilarak tanimlanir: 0, At, 2At, 3At, ... Bazen bu anlar bir indis ile de
tanimlanmaktadir: 0, 1, 2, ..., t — 1, ¢, t + 1, ... (Ornek: xq, &4, T441)

@ Sayisal yontemlerde genelde ilk dnce ivme, hiz ve yerdegistirme sadece bir tiir cevap
turtinden yaklasik olarak ifade edilir (6rnek: ivme ve hiz, yerdegistirme tiiriinden ifade edilir).
Sonra hareket denklemi bu bilinmeyen {izerinden tanimlanir ve ¢ ani degerleri bilindiginden
bir sonraki adim (¢ + 1) i¢in ¢6ziim ya da hesap yapilir. Bundan dolayi bu yéntemler artimsal
(ing. incremental) ya da zaman-adimsal (time-stepping) olarak da tanimlanir.
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Kapali ve Acik Yontemler

@ Sayisal yontemlerin bazilarinda, ¢ anindaki sistem tepkileri ¢ + 1 anindaki tepkilere bagh
olabilir. Bu durumda hareket denkleminin ¢ + 1 anindaki dengesinin saglanmasi iizerine
hesaplar yapilir. Bu andaki cevaplar denklemde bilinmeyen olarak ifade edilir ve hareket
denkleminin ¢6ziimii icin mutlaka yay sabitinin tersi alinarak hesap yapilmasi gerekir. Yay
sabitinin tersi alinmasi gereken bu tip yontemler kapali/6rtiik (implicit) yontem olarak
adlandinlir.

@ Diger tiir sayisal yontemlerde, ¢t + 1 anindaki tepkiler, ¢ ve t — 1 anlarinda bilinen tepkiler
cinsinden yaklasik olarak hesaplanabilir. Bu tiir yontemler agik/belirtik (explicit) olarak
adlandirlir. Bu durumda hareket denkleminin ¢ + 1 anindaki dengesinin saglanmasi ile ilgili
bir hesap yapilmaz; ancak istenirse bazi kontroller (Srnek: enerji dengesi) yapilabilir. Acik
yontemlerde yay sabitinin ya da rijitlik matrisinin tersinin alinmasina gerek yoktur, ancak
bazi ydntemlerde kiitle ve soniimleme matrislerinin tersi alinmasi gerekebilir.
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© Newmark Yontemi
@ Taylor Dizisi Agilimi
o Newmark Yonteminde Kabuller
o Ozel Haller
@ Newmark Yonteminde Coziim
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Taylor Dizisi Acilimi

Newmark [-yonteminde yerdegistirme ve hiz fonksiyonlarinin Taylor dizisi acilimi
kullamlmaktadir. Verilen reel ve tiim tiirevleri alinabilen bir fonksiyonun f(x), verilen bir
degeri x = a etrafindaki Taylor dizi acilimi su sekildedir:

1) ey I0)

f@) = 1)+ f' (@)@ —a) + L @)

Taylor dizisi agilimi, tek serbestlik dereceli bir sistemin yerdegistirme ve hiz fonksiyonlarinin
artimsal ifadesi icin kullanilabilir:

x(t + At) = z(t) + &(t)At + xg)(At)Q + j}?(j)(At)3 4

it + At) = &(t) + &(t) At + j'”'(i)(m)? + :—(At)‘% 4
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Newmark Yonteminde Kabuller-1

Newmark yonteminde dordiincii ve iistii tiirevli terimler ihmal edilmektedir:

P+ A = o(t) + ()AL + ()(At) 31! (1) (A1)

B+ A = @(t)+ ()At+%x()(At)

Ydntemde digiincii tiirevli terimin yerdegistirme ve hiza olan katkilari sirasiile 0 < 8 < 1 ve
0 < v < 1 katsayilar ile ayarlanabilmektedir:

SHO S BED ve ) E0)

Goriildiigii tizere, § = 1/3! ve v = 1/2! durumunda, yerdegistirme ve hiz fonksiyonlar Taylor
dizisi acihmin yaklasik haline denk gelmektedir.
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Newmark Yonteminde Kabuller-2

Uciincii tiirev de yaklasik olarak ifade edilmektedir:

By(t) = Z(t+ AAti — &(t)

Bu durumda yerdegistirme ve hiz su sekilde ifade edilmektedir:

z(t+At) = z(t) +2(t)At + "%2(7;)(&)2 + Biy(t)(At)3
B(t+ At) = @)+ #(t) At + iy (1) (At)?

z(t+ At) = z(t) +2(t)At + JUQ(T)(Atf + Bi(t + At) — i(t)

) At
— SC(t) (At)2

(At)?

BELAY) = @)+ FO)AL+ A
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Newmark Yonteminde Kabuller-3

Bu ifadeler sadelestirildiginde su denklemler elde edilmektedir:

r(t+ At) = x(t) + @(t)At + (% — B)i(t)(At)? + Bi(t + At)(At)?
B(t+ AL = @) + (1 — 9)E(E)AL +vE(t + At)(At)

. 1 . ..
Tip1 = T+ Atdy + (5 — B)(A1)%%; + B(AL) %1
Tip1 = T+ (1 = ")/)Ati't - ")/Atit_H

Burada 0O; ve 41 sirast ile t ve t + At anlarindaki (ya da t,, ve t,+1 anlarindaki) degerleri
ifade etmektedir.
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Ozel Haller: Ortalama ivme Kabulii

lvmenin t ve ¢t + At anlar arasindaki degisiminin sabit ve
bu iki andaki ivmelerin ortalamasi oldugu kabul edilirse:

a“#l . ..
-§_ #(r) = Ti41 + Ty
5 2
k=
§ Bu durumda hiz ve yerdegistirme:
e time . N A .
- o(r) = I+ B (Zg41 +T¢) T
. L. .
33(7') = T+ T+ Z (l‘t+1 + $t) 7'2

Bu kabuller Newmark yonteminde v = 1/2 ve 5 = 1/4
kullanilmasi durumuna denk gelmektedir.
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Ozel Haller: Dogrusal Ivme

lvmenin t ve ¢t + At anlar arasindaki degisiminin sabit ve
bu iki andaki ivmelerin ortalamasi oldugu kabul edilirse:

c Bat . . Tp1 — Ty
o — st
E E(T) = di41 + AT
9
‘;? Bu durumda hiz ve yerdegistirme:
n time 1
A i(r) = it‘i‘-’i'tT‘}'TAt (Fp41 + &) 7°
. L. r . ;
(1) = T +aT+ 51}72 + 6AL (G441 + &) T3

Bu kabuller Newmark yonteminde v = 1/2 ve 5 = 1/6
kullanilmasi durumuna denk gelmektedir.
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Ozel Haller: v # 1/2 Durumu

r(t+At) = x(t) + () At + ié?(mf + %é}(t)(At)‘g
B+ At = &(t) + E()At+ %:’E(t)(At)Q

@ Bu durumda, hiz fonksionu asil Taylor dizisi acilimina denk gelen degiskenden farkl olacaktir.

o Ornek olarak v > 1/2 olmasi durumunda hiz fonksiyonunun sanki bir séniimleme varmis gibi
hesaplanacagi goriilmektedir.

@ Bu ek hayali séniimleme etkisini yaratmamak icin v = 1/2 degerinin kullaniimasi
onerilmektedir.
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Newmark Yonteminde Coziim

Ter = wit At (% — B)(AH2E + BAD
i1 = @ (1 —y)Atd + yAtd
Hareket denkleminin ¢ + 1 anindaki hali:
MTy1 + Clpp1 + kT = —Midgyyl
Denklemde tiim bilinmeyenler %1 cinsinden yazilabilir. Bu durumda denklem bilinmeyenin

%441 oldugu cebirsel hali alir ve t + 1 ani icin ¢oziilebilir.

@ Aciklanan bu yontemde rijitlik sabitinin tersi alindigindan yéntem kapali (implicit) bir
yontemdir.

@ Ancak, dikkat edilirse, eger 5 = 0 ve v = 0 alinirsa, t + 1 anindaki yerdegistirme ve hiz ¢t + 1
anindaki ivmeden bagimsiz olur. Hareket denkleminin ¢6ziimiinde rijitlik matrisinin tersi
yerine kiitle matrisinin tersi alinir. Bu durumda ydntem acik (explicit) bir yontem olur.
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Artimsal Formiilasyon-1

Hareket denkleminin ¢ 4+ 1 ani icin yazilacak hali, ¢ anindaki denklemden cikarilirsa, denklemin
artimsal hali elde edilir:
mAZEt + cAzt + Azt = Apt

Burada AQ! = Oy41 — Oy degiskenlerin artimsal halini ifade etmektedir. Deprem durumu (yer
ivmesi) icin dis kuvvetler:

P = pt)= _mjg(t)
Pl = p(t+ At) = —mig(t + At)
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Artimsal Formiilasyon-2

Bu formiilasyonun kullanimi icin ¢ anindaki degerler bilinmeli ve cevaplarin A degerleri
hesaplanarak bir sonraki adimdaki degerleri bulunmalidir. Bundan dolayi yerdegistirme ve hiz ¢
ani degerleri ve A degerleri cinsinden tekrar yazilmistir:

N (%  B) (A% + BAD 2

e — 3 = At 4 (% — B) (A1) + BAD2 (i + Ad)
Adt = Atiy + (% _ B) (AN + (AL, + B(ALPAG
Adt = Ati + [%(At)? — BIAD? + BANE + BAD2AG
Azt = Ati;+ %(At)%t + B(At)?* Azt
Azt = Atiy +yAtAzt
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Artimsal Formiilasyon-3

Bu noktadan sonra bu denklemler, hareket denklemine konulup Al icin ¢oziilebilir. Ancak,
ozellikle dogrusal olmayan analiz yéntemlerine uyumlu olmasi acisindan bilinmeyenin Ax!
oldugu bir formiilasyon daha uygun olmaktadir. Bundan dolayi denklemler Ax! degerinin
bilinmeyen oldugu hali ile tekrar yazilmalidir. Bunun icin bir nceki denklemlerden At cekilir:
1 ¢ 1. 1.

ALkt T 5%t

5(At)2m T BAMTT 28

ve yerdegistirme ve hiz denklemlerinde yerine konur:

Azt =

Azt = Atiy +yAtAz

1 1 1
St . t L.
Az = Atdy + yAt <ﬁ(At)2Aw TAtmt 2ﬁ$t>
N A S U A 7 ..
Azt = ﬁAtAx ﬁxt + (1 25) Aty
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Artimsal Formiilasyon-4

Goriildiigii iizere hiz ve ivme denklemleri bilinmeyen Axz! cinsinden yazilmistir. Bu degerler
hareket denklemine konursa denkleminin cebirsel hali elde edilir:

kAxzt = Apt
Burada

0% 1
k
+ 5Atc+ B(At)2m

N Apt—i—(BlAtm—i-g>9‘ct+[25m+At<2ﬁ—1>]

Ydntemin basinda (¢t = 0 sn ani) hiz ve yerdegistirme sifir degilse:

T

o p’—ci®— ka®
m
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Bilinen degerler: z?, it ve it

kEAzt = Apt
I. 1
k = k—i-ﬁltc—i—ﬁ(At)Qm
APt = Apt+ <51Atm + ;c) Ty + [;Bm + At (2’; - 1) c] iy
A = B(Alt)zAxt - ﬁlAtm.t - 2165315
Ait = &Agﬂf — %i?t + <1 - 275) Aty

g =2ty Axt A =t A T =0 4 AR

B. Erkus (iTU) Newmark Yoéntemi 9 Eyliil 2019



Kararlilik-1

Newmark yontemi su sart saglanir ise kararli olmaktadir:
At < 1/m
Th = /2y —40
Burada T,, sistemin dogal salinim periyodudur. v = 1/2 olmasi durumunda:
At < 1/m
T, = V1-4p
Goriildiigii tizere, ortalama ivme durumunda § = 1/4, bu kriter

At _
T, =

olmaktadir. Bundan dolayi ortalama ivme kabulii her durumda kararhdir.
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Kararlilik-2

Dogrusal ivme durumunda g = 1/6,
At < 0.551T,

olmaktadir. insaat miihendisliginde yapi periyotlarinin 0.1 sn-10 sn araliginda oldugu
diisiiniilirse, At < 0.05 sn olmasi 6nerilebilir. Deprem kayitlari genelde en fazla At = 0.02 sn
kullanmaktadir. Diger tip analizlerde ise At genelde At < 0.05 sn sartini saglayacak sekilde
secilebilir.
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© Ornekler

@ Harmonik Yiikleme
@ Yer Hareketi
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Ornek: Harmonik Yiikleme

)

o |,

mi(t) + ci(t) + kx(t) = Psin(wt)

A=20=m/2 wy, =21 ve £ = %5 secilmistir.

Tt sin(wt — 0)

V=P + ey

Analitik Coziim: z(t) = e *“rt(A coswpt + Bsinwpt) +

B. Erkus (iTU) Newmark Yoéntemi 9 Eyliil 2019



Ornek: Harmonik Yikleme

Yiikleme Yerdegistirme
A A — Analitik
0.021r 1 i —— Newmark
| | |
sorfl ] f /R
2 £ IR e
= B Y I A R I B N Y B
= ® 1 I T | \
SRR R s Ry B e e
| \
—0.02 A "‘
T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

rk Yontemi
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Ornek: Harmonik Yiikleme

Fark
o Normalize Fark, o
%10-7 Yerdegistirme - Fark %10~4 max (2 Analitik)
1.0 4 T 14 e
| [ [\ (I
‘l‘\‘\‘\“ﬂq L
H‘\w” (I
SN N
[ NN =
8 m‘H"H‘\“‘Hwhw N S
= 00 ‘\‘ | WAAAAA A % AAAAAA
) =
= | )
Z
|
—0.5 1 I “ H‘ H H i “J U
NN AR
! ‘ HH [ {
!
104
0.0 215 5?0 715 ICIl.O 12‘.5 15;.0 l7l.5 20.0 0.0 2!5 5![] 7j5 l(;Al) l‘ZI.S 17)‘.0 l7l,5 20.0
t (sn) t (sn)
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Ornek: Harmonik Yikleme

Yerdegistirme - Analitik %10-3 Yerdegistirme - Analitik - Transient

—— Transient 311
—— Steady

0.02

0.01

2(t) (m)

—0.01
—0.02
T T T T T T T T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
t (sn) t (sn)
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Ornek: Harmonik Yikleme

0.06 1
0.04
0.02 ‘\

0.00
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Ornek: Yer Hareketi

mi(t) + ci(t) + kx(t) = —mig(t)
Bu analizlerde w, = 27, £ = %5, f =1/4 ve vy = 1/2'dir.

1979 Imperial Valley depreminin 952 nolu kayit istasyonuna ait faya dik yer ivme kaydi
kullanilmistir.
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Yer Hareketi

Yer Ivmesi Yerdegistirme
4
1.00 1 —— odeint(Python)
34 ewma
] 0.754 Newmark
2 ‘ ‘u H
0.50
|
o 19 V " i i
3 W —~ 0.251
2 . [ | M ‘W 'J‘ | ‘n | \ “"‘”\“J” £ \ NA
= - M 4\
IEIRN 1 = 0.00 & B -
T i £ \VARvAR S
H } “\f‘ ﬂn‘ v —0.25
—24 ! f
27 ‘U ‘m —0.501
L
ST f ~0.75
—4 T T T T T T T T T T
6 8 10 12 14 6 8 10 12 14
t (sn) t (sn)
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Yer Hareketi

. Fark
o Normalize Fark, ——————
x10—4 Yerdegistirme - Fark max(T Analitik)

6 0.06
0.04 4
0.02

0.00

N. Fark (%)

—0.02

—0.04 11

—0.06
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Yer Hareketi

Hiz Ivmme
4 30
20 1

A - . A - -
e I y \ SN
\ VAV 2
Y + \/ v/ Y
—20
4
~30
—6 —40 1
6 8 10 12 14 6 8 10 12 14
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TESEKKURLER
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